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关于平方补函数 SSC(n)的两个问题＊

樊旭辉
(武警工程学院基础部 , 陕西 西安 710086)

摘要:Smarandache平方补函数 SSC(n)是定义在正整数集上的函数。对任意的正整数 n, 其函数值 SSC(n)

=m, 这里 m是使得 mn是完全平方数的最小正整数。本文的主要目的是通过通过初等及解析的方法研究 lnS-

SC(n)的值的分布性质从而将 RUSSO[ 1]提出的两个极限问题彻底解决。
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OnTwoQuestionsoftheSmarandache
SquareComplementaryFunction

FANXu-hui
(FoundationDepartment, EngineeringCollegeofArmedPoliceForce, Xi' an710086, China)

Abstract:Foranypositiveintegern, theSmarandachesquarecomplementaryfunctionSSC(n)is

definedasthesmallestintegermsuchthatmnisaperfectsquare.Themainpurposeofthepaperisto

studythearithmeticalpropertiesoflnSSC(n)bytheelementaryandanalyticmethods, andsolvetwo

problemswhichwereproposedbyRUSSO
[ 1]
.
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1　引言及结论

Smarandache平方补函数 SSC(n)是定义在

正整数集上的函数 , 对任意的正整数 n, 其函数值

SSC(n) =m, 这里 m是使得 mn是完全平方数

的最小正整数 。由 SSC(n)的定义 , 我们容易

计算 SSC(1) =1, SSC(2) =2, SSC(3) =

3, SSC(4) =1, SSC(5) =5 , SSC(6) =6,

SSC(7) =7, SSC(8) =2, SSC(9) =1,

SSC(10) =10….

关于 SSC(n)的初等性质 , 许多学者进行

研究 , 取得了一系列研究成果 。例如 RUSSO
[ 1]
中

对 SSC(n)进行研究 , 得出了关于 SSC(n)的

一些性质:

性质 1.对于任意正整数 n, 有 SSC(n)≤n.

性质 2.对于任意正整数 n, 如果 n的标准分解

式为 n=p1
α1p2

α2…ps
αs,那么

SSC(n)=p1
odd(α1)p2

odd(α2)…ps
odd(αs),其中 αi≥0,

pi(1, 2, …, s)是互不相同的素数。

函数 odd(n)定义为:

odd(n)=
1　若 n是奇数

0　若 n是偶数

RUSSO
[ 1]
同时提出如下问题:

问题 1:计算极限lim
n※∞

∑
n

k=2

lnSSC(k)
lnk
n

.

问题 2:计算极限 lim
n※∞

SSC(n)
θ(n)

, 其中 θ(n)
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=∑
k≤n
lnSSC(k).

本文的主要目的是通过研究 lnSSC(n)的值的

分布性质从而解决上述两个极限问题 ,具体地说就

是证明了下面结论:

定理 1.对于任意正整数 n≥ 1,有估计式

∑
n

k=2

lnSSC(k)
lnk
n

=1 +O(
1
lnn
)

推论 1.对于任意正整数 n≥ 1,有极限

lim
n※∞

∑
n

k=2

lnSSC(k)
lnk
n

=1

定理 2.对于任意正整数 n≥ 1,有估计式

SSC(n)
θ(n)

=O 1
lnn

推论 2.对于任意正整数 n≥ 1,有极限

lim
n※∞

SSC(n)
θ(n)

=0

2　引理及其证明

为了完成定理的证明 ,需要如下几个引理:

引理 1.
[ 2]
对于任意实数 x≥ 2,有渐近公式

∑
n≤x
μ
2
(n)= 6

π
2x+O(x) (1)

注意到 ζ(2)=π
2

6
,因此(1)式可写为

∑
n≤x
μ
2
(n)=

x
ζ(2)

+O(x) (2)

其中 ζ(n)表示 Riemann-Zate函数.

引理 2.对于任意实数 x≥ 2,有渐近公式

∑
n≤x
lnSSC(n)=xlnx-Ax+O(xln

2
x) (3)

其中 A为常数 。

证明:如果用 A表示所有无平方因子数的集

合 ,那么由 Abel求和公式(参阅文献 [ 3] 中定理

4.2)、引理 1及性质 2,有

∑
n≤x
lnSSC(n)= ∑

m2l≤xl∈ A
lnSSC(m

2
l)=

∑
m2l≤xl∈ A

lnl=∑
m≤ x
∑
l≤
x
m2

lnl· μ
2
(l)=

∑
m≤ x

lnx
m

2
1
ζ(2)

x
m

2 +O x
m

-

∫
x
m2

1

1
t

t
ζ(2)

+O(t)dt =

∑
m≤ x

xlnx
ζ(2)

1

m
2 -

2x
ζ(2)

lnm
m

2 -
x
ζ(2)

1

m
2 +O xlnx

m

(4)

注意到下列几个渐近公式
[ 3]
:

∑
n≤x

1
n
=lnx+C+O 1

x
,其中 C为常数;

∑
n≤x

1

n
2 =ζ(2)-

1
x
+O(

1

x
2)

∑
n≤x

lnn
n
2 =B-

lnx
x
-

1

x
+Olnx

x
2 ,

其中 B=1+∫
∞

1

t-[ t] t-2tlnt
t
4 dt为常数。

由(4)式 ,有

∑
n≤x
lnSSC(n)=

xlnx
ζ(2)∑m≤ x

1

m
2 -

2x
ζ(2)∑m≤ x

lnm
m

2 -

x
ζ(2)∑m≤ x

1

m
2 +O xln

2
x

　 =xlnx- 2
ζ(2)

Bx-x+O xln
2
x

　 =xlnx-Ax+O xln
2
x,

其中 A=
2B
ζ(2)

+1为常数

于是完成了引理 2的证明 。

3　定理的证明

在这一部分 ,用初等方法给出定理的证明。首

先证明定理 1。

一方面 ,由性质 1,有

∑
n

k=2

lnSSC(k)
lnk
n

≤
∑
n

k=2

lnk
lnk
n

=
n-1
n
<1 (5)

另一方面 ,由引理 2,有

∑
n

k=2

lnSSC(k)
lnk
n

>
1
nlnn∑

n

k=2
lnSSC(k)

=1 -
A
lnn
+O

lnn

n
=1 +O 1

lnn
(6)

结合(5)、(6)式 ,有

∑
n

k=2

lnSSC(k)
lnk
n

=1 +O(
1
lnn
)

于是完成了定理 1的证明 。

推论 1可理解为定理 1中取 n※∞时的极限 。

现在证明定理 2。
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于 PDA培养基 , 接入线虫后 , 其食物来源充足 ,

繁殖空间较大。

(3)能否适用于其他线虫的培养与收集

在实验室培养霍夫曼伞滑刃线虫 (B.hof-

manni)和赫列尼库斯伞滑刃线虫 (B.helleni-

cus)
[ 7]
过程中 , 也观察到虫体向上迁移且聚集于

水滴中现象 , 本装置应该同样适用于这两种伞滑

刃线虫的培养收集。植物线虫大多具有趋水性 、

喜氧性 , 对于伞滑刃线虫以外的可人工离体培养

的线虫种类 , 也应该可以用本装置进行培养与收

集 , 但需试验验证。
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　　由性质 1、引理 2及 SSC(n)的定义 ,有

0 <
SSC(n)
θ(n)

<
n
θ(n)

=O 1

lnn
(7)

由(7)式 ,有

SSC(n)
θ(n)

=O 1
lnn

于是证明了定理 2。

推论 2可理解为定理 2中取 n※∞时的极限。

4　总结

本文通过利用初等及解析的方法研究

lnSSC(n)的值的分布性质从而将 RUSSO
[ 1]
提出

的两个极限问题彻底解决。关于 Smarandache平方

补函数 SSC(n)的性质目前知之甚少 ,还有许多问

题有待有兴趣的学者进行研究 。例如 ,

问题 1.求方程 S(n)
k
+Z(n)

k
=SSC(n)

k
的

所有正整数解 ,其中 S(n)是 Smarandache函数(定

义参阅文献 [ 4] ), Z(n)是伪 Smarandache函数

(定义参阅文献 [ 5] ), k是任意整数.

问题 2.研究 函数 SSC[ Z(n)] 及 函数

Z[ SSC(n)] 的性质 。
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