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一个包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数与六边形数的方程
高晓梅，杨　海，候　静

（西安工程大学 理学院，陕西 西安７１００４８）

摘要：设ｐ为素数，ｎ为任意的正整数，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数Ｓｐ（ｎ）表示最小的正整数ｋ，使得

ｐｎ｜ｋ！，即Ｓｐ（ｎ）＝ ｍｉｎ｛ｋ∈Ｎ：ｐｎ｜ｋ！｝．利用初等数论方法研究方程Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋Ｓｐ（１５）

＋…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）的可解性，并给出该方程的所有正整数解．
关键词：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数；六边形数；可解性；正整数解
中图分类号：Ｏ　１５６．４　　　　文献标识码：Ａ

Ａｎ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ　ｔｈｅ　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｈｅｘａｇｏｎａｌ　ｎｕｍｂｅｒｓ
ＧＡＯＸｉａｏｍｅｉ，ＹＡＮＧ　Ｈａｉ，ＨＯＵ　Ｊｉｎｇ

（Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｘｉ′ａｎ　Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉ′ａｎ　７１００４８，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｆｏｒ　ａｎｙ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｎ，ｌｅｔ　ｐ　ｂｅ　ａ　ｐｒｉｍｅ，ｔｈｅ　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｓｐ（ｎ）
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ｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ｎｕｍｂｅｒ　ｔｈｅｏｒｙ　ｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅ　ｓｏｌｖａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋Ｓｐ（１５）＋

…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）ｉｓ　６（ ） ｓｔｕｄｉｅｄ，ａｎｄ　ａｌｌ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｔｈｉｓ　ｅｑｕａ－

ｔｉｏｎ　ａｒｅ　ｇｉｖｅｎ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｈｅｘａｇｏｎａｌ　ｎｕｍｂｅｒｓ；ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｉｎｔｅｇｅｒ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

１　引言及结论

设ｐ为素数，ｎ为任意的正整数，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数Ｓｐ（ｎ）定义为最小的正整数ｋ使得ｐｎ｜ｋ！，即



Ｓｐ（ｎ）＝ ｍｉｎ｛ｋ∈Ｎ：ｐｎ｜ｋ！｝．例如Ｓ２（１）＝２，Ｓ２（２）＝Ｓ２（３）＝４，Ｓ２（４）＝６，… 在文献［１］中的第４７，

４８和４９个问题中，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授建议研究函数Ｓｐ（ｎ）的性质．为了方便起见，称函数Ｓｐ（ｎ）为
Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数Ｓｐ（ｎ）与著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）之间有着非常紧密的联系，
这里Ｓ（ｎ）＝ ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜ｍ！｝．由Ｓ（ｎ）的定义容易得到Ｓ（ｐ）＝ｐ，且当ｎ≠４，ｎ≠ｐ时，Ｓ（ｎ）＜
ｎ，因此有

π（ｘ）＝ －１＋∑
［ｘ］

ｎ＝２

Ｓ（ｎ）
ｎ［ ］．

其中，π（ｘ）表示小于ｘ的素数的个数．
Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ），Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数Ｓｐ（ｎ）以及关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数方程的研究是数论中
一个重要课题，因此许多学者对此有研究［２－１０］．张文鹏等［２］给出了Ｓｐ（ｎ）一个有趣的渐进公式，即对任意给定
的素数ｐ和任意的正整数ｎ，有

Ｓｐ（ｎ）＝ （ｐ－１）ｎ＋Ｏ
ｐ
ｌｎｐ
．ｌｎｎ（ ）．

李洁［１１］研究了方程

Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（２）＋…＋Ｓｐ（ｎ）＝Ｓｐ
ｎ（ｎ＋１）
２（ ）．

的可解性，并给出其所有正整数解，它们是ｎ＝１，２，…， ８ｐ＋槡 １－１
２［ ］，这里［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数．

文献［１２－１４］研究了包含一类自然数乘积之和、平方和、立方和分别与Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数的方程可解性问
题，给出这些方程的全部正整数解．但是由于素数分布的不规律性，随着幂次的增加，这类方程的求解就愈发
困难．之后，付瑞琴［１５］、杨海［１６］分别将Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数和Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数、Ｌｕｃａｓ数相结合，运用初等数论方
法研究了两类方程的可解性，并给出其全部正整数解．
六边形数是指能排成正六边形的多边形数．第ｎ个六边形数可以用ｈｎ＝ｎ（２ｎ－１）求得．其前十项为１，

６，１５，２８，４５，６６，９１，１２０，１５３，１９０．每一个六边形数都是三角形数．第ｎ个六边形数同时是第（２ｎ－１）个三角形
数．１８３０年勒让德证明了任何大于１７９１的整数都能表达成最多４个六边形数之和．设Ｍｐ 是一个梅森素数，那
么Ｍｐ 与ｈｎ 之间存在关系式

Ｍｐ２ｐ－１＝ Ｍｐ（Ｍｐ＋１）／２＝ｈ（Ｍｐ＋１）／２＝ｈ２ｐ－１．
对于奇完美数所知甚少，目前可知每一个偶完美数都是六边形数．使用ｓｉｇｍａ求和方法可以将第ｎ个六边形数

表示为ｈｎ＝∑
ｎ－１

ｉ＝０

（４ｉ＋１）．

本文运用初等方法研究包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数与六边形数的方程

Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）．
的可解性，并给出其所有正整数解．即证明
定理１　 令ｐ为给定的素数，ｎ为任意的正整数，则方程

Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）．
仅有有限个正整数解，即

（１）当ｐ＝２时，方程仅有一个解ｎ＝１；
（２）当ｐ为３，７，１７或１９时，方程的解为ｎ＝１，２；
（３）当ｐ为５或１１时，方程的解为ｎ＝１，２，３；
（４）当ｐ＝１３时，方程的解为ｎ＝１，２，３，４，５；
（５）当ｐ≥２３时，方程的解为ｎ＝１，２，…，ｎｐ．

其中：ｎｐ＝
３

４８ｐ－３
６４ ＋

３－４８ｐ
６４（ ）２－ ７

４８（ ）槡槡
３

＋

３

４８ｐ－３
６４ －

３－４８ｐ
６４（ ）２－ ７

４８（ ）槡槡
３

－
１
４

熿

燀

燄

燅
．

［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数．
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２　 几个引理

引理１　 设ｐ为一个素数，ｎ为任意正整数，Ｓｐ（ｎ）表示Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ原函数，则有

Ｓｐ（ｋ）＝
＝ｐｋ，ｋ≤ｐ，

＜ｐｋ，ｋ＞ｐ．｛
证明 　 参阅文献［１７］．

引理２　设ｐ为一个素数，ｎ为任意正整数，再设α＝α（ｐ，ｎ），若ｎ和ｐ满足ｐα｜｜ｎ！，那么α＝∑
∞

ｉ＝１

ｎ
ｐｉ［ ］．

证明 　 参阅文献［１８］．
引理３　设ｐ为一个素数，ｎ为任意正整数，则一定存在正整数ｍｋ 满足１≤ｍｋ ≤ｋ（２ｋ－１）（ｋ＝１，２，

…，ｎ），使得
Ｓｐ（１）＝ｍ１ｐ，Ｓｐ（６）＝ｍ２ｐ，…，Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝ｍｎｐ，

并且ｋ（２ｋ－１）≤∑
∞

ｉ＝１

ｍｋｐ
ｐｉ［ ］．

证明 　 可由Ｓｐ（ｎ）的定义，以及引理１和引理２的结论，得到此引理的结论．

３　 定理１的证明

对于方程

Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ），
（Ⅰ）当ｐ＝２时，方程则变为

Ｓ２（１）＋Ｓ２（６）＋…＋Ｓ２（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓ２
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）．
（ａ）当ｎ＝１时，因为Ｓ２（１）＝２＝Ｓ２

４＋３－１
６（ ），所以ｎ＝１是方程的解；

（ｂ）当ｎ＝２时，因为Ｓ２（１）＋Ｓ２（６）＝２＋８＞Ｓ２（７）＝８，所以ｎ＝２不是方程的解；
（ｃ）当ｎ≥３时，则存在正整数ｍｋ 满足１≤ｍｋ ≤ｋ（２ｋ－１），（ｋ＝１，２，…，ｎ）使得

Ｓ２（１）＝２ｍ１，Ｓ２（６）＝２ｍ２，…，Ｓ２（ｎ（２ｎ－１））＝２ｍｎ，

并且ｋ（２ｋ－１）≤∑
∞

ｉ＝１

ｍｋｐ
ｐｉ［ ］（ｋ＝１，２，…，ｎ）．

于是有

Ｓ２（１）＋Ｓ２（６）＋…＋Ｓ２（ｎ（２ｎ－１））＝２（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）．
另一方面，注意到ｍ１＝１，ｍ２＝４，根据引理３可得

∑
∞

ｉ＝１

２（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１
２ｉ［ ］＝

∑
∞

ｉ＝１

２（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋１
２ｉ［ ］＝

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝２

２（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋１
２ｉ［ ］≥

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝２

２（ｍ１＋ｍ２－１）＋１
２ｉ［ ］＋∑

∞

ｉ＝１

ｍ３＋ｍ４＋…＋ｍｎ
２ｉ［ ］≥

ｍ１＋（ｍ２＋２）＋ ｍ３＋∑
∞

ｉ＝１

ｍ３
２ｉ［ ］（ ）＋…＋ ｍｎ＋∑

∞

ｉ＝１

ｍｎ
２ｉ［ ］（ ）≥

１＋６＋…＋ｎ（２ｎ－１）＝
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６
．

根据引理２可得
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２（４ｎ３＋３ｎ２－ｎ）／６｜（２（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１）！．
因此

Ｓ２
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）≤２（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１＜２（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）＝
Ｓ２（１）＋Ｓ２（６）＋…＋Ｓ２（ｎ（２ｎ－１））．

综上所述，当ｐ＝２时，方程的解为ｎ＝１．
（Ⅱ）当ｐ＝３时，方程则变为

Ｓ３（１）＋Ｓ３（６）＋…＋Ｓ３（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓ３
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）．
（ａ）当ｎ＝１时，Ｓ３（１）＝３＝Ｓ３

４＋３－１
６（ ），所以ｎ＝１是方程的解；

（ｂ）当ｎ＝２时，Ｓ３（１）＋Ｓ３（６）＝３＋１５＝Ｓ３（７），所以ｎ＝２也是方程的解；
（ｃ）当ｎ＝３时，Ｓ３（１）＋Ｓ３（６）＋Ｓ３（１５）＝３＋１５＋３３＞Ｓ３（２２），所以ｎ＝３不是方程的解；
（ｄ）当ｎ≥４时，则存在正整数ｍｋ 满足１≤ｍｋ ≤ｋ（２ｋ－１），（ｋ＝１，２，…，ｎ）使得

Ｓ３（１）＝３ｍ１，Ｓ３（６）＝３ｍ２，…，Ｓ３（ｎ（２ｎ－１））＝３ｍｎ，

并且ｋ（２ｋ－１）≤∑
∞

ｉ＝１

ｍｋｐ
ｐｉ［ ］（ｋ＝１，２，…，ｎ）．

从而

Ｓ３（１）＋Ｓ３（６）＋…＋Ｓ３（ｎ（２ｎ－１））＝３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）．
另一方面，注意到ｍ１＝１，ｍ２＝５，ｍ３＝１１，根据引理３可得：

∑
∞

ｉ＝１

３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１
３ｉ［ ］＝

∑
∞

ｉ＝１

３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋２
３ｉ［ ］＝

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝２

３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋２
３ｉ［ ］≥

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝２

３（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３－１）＋２
３ｉ［ ］＋∑

∞

ｉ＝１

ｍ４＋ｍ５＋…＋ｍｎ
３ｉ［ ］≥

ｍ１＋（ｍ２＋１）＋（ｍ３＋４）＋ ｍ４＋
ｍ４
３ｉ［ ］（ ）＋…＋ ｍｎ＋

ｍｎ
３ｉ［ ］（ ）≥

１＋６＋１５＋…＋（ｎ（２ｎ－１））＝
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６
．

根据引理２可得

３（４ｎ３＋３ｎ２－ｎ）／６｜（３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１）！．
从而

Ｓ３
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）≤３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１＜
３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）＝Ｓ３（１）＋Ｓ３（２）＋…＋Ｓ３（ｎ（２ｎ－１））．

综上所述，当ｐ＝３时，方程的解为ｎ＝１，２．当ｐ＝７，１７，１９时，利用类似的方法可推出ｎ＝１，２是方程的解．
（Ⅲ）当ｐ＝５时，方程则变为

Ｓ５（１）＋Ｓ５（６）＋…＋Ｓ５（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓ５
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）．
（ａ）当ｎ＝１时，Ｓ５（１）＝５＝Ｓ５

４＋３－１
６（ ），故ｎ＝１是方程的解；

（ｂ）当ｎ＝２时，Ｓ５（１）＋Ｓ５（６）＝５＋２５＝Ｓ５（７），故ｎ＝２是方程的解；
（ｃ）当ｎ＝３时，Ｓ５（１）＋Ｓ５（６）＋Ｓ５（１５）＝５＋２５＋６５＝Ｓ５（２２），故ｎ＝３也是方程的解；
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（ｄ）当ｎ＝４时，Ｓ５（１）＋Ｓ５（６）＋Ｓ５（１５）＋Ｓ５（２８）＝９５＋１２０＞Ｓ５（５０），故ｎ＝４不是方程的解；
（ｅ）当ｎ≥５时，则存在正整数ｍｋ 满足１≤ｍｋ ≤ｋ（２ｋ－１），（ｋ＝１，２，…，ｎ）使得

Ｓ５（１）＝５ｍ１，Ｓ５（６）＝５ｍ２，…，Ｓ５（ｎ（２ｎ－１））＝５ｍｎ，

并且ｋ（２ｋ－１）≤∑
∞

ｉ＝１

ｍｋｐ
ｐｉ［ ］（ｋ＝１，２，…，ｎ）

从而

Ｓ５（１）＋Ｓ５（６）＋…＋Ｓ５（ｎ（２ｎ－１））＝５（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）．
另一方面，注意到ｍ１＝１，ｍ２＝５，ｍ３＝１３，ｍ４＝２４根据引理３可得

∑
∞

ｉ＝１

５（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１
５ｉ［ ］＝

∑
∞

ｉ＝１

５（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋４
５ｉ［ ］＝

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝２

５（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋４
５ｉ［ ］≥

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝２

５（ｍ１＋ｍ２＋ｍ３＋ｍ４－１）＋４
５ｉ［ ］＋∑

∞

ｉ＝１

ｍ５＋ｍ６＋…＋ｍｎ
５ｉ［ ］≥

ｍ１＋（ｍ２＋１）＋（ｍ３＋２）＋（ｍ４＋４）＋ ｍ５＋∑
∞

ｉ＝１

ｍ５
５ｉ［ ］（ ）＋…＋ ｍｎ＋∑

∞

ｉ＝１

ｍｎ
５ｉ［ ］（ ）≥

１＋６＋１５＋２８＋…＋（ｎ（２ｎ－１））＝
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６
．

根据引理２得

５（４ｎ３＋３ｎ２－ｎ）／６｜（５（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１）！．
从而

Ｓ５
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）≤５（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１＜５（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）＝
Ｓ５（１）＋Ｓ５（６）＋…＋Ｓ５（ｎ（２ｎ－１））．

综上所述，当ｐ＝５时，方程的解为ｎ＝１，２，３．当ｐ＝１１时，利用同样的方法可推出ｎ＝１，２，３是方程的解．
（Ⅳ）当ｐ＝１３时，方程则变为

Ｓ１３（１）＋Ｓ１３（６）＋…＋Ｓ１３（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓ１３
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）．
（ａ）当ｎ＝１时，Ｓ１３（１）＝１３＝Ｓ１３

４＋３－１
６（ ），故ｎ＝１是方程的解；

（ｂ）当ｎ＝２时，Ｓ１３（１）＋Ｓ１３（６）＝１３＋７８＝Ｓ１３（７），故ｎ＝２是方程的解；
（ｃ）当ｎ＝３时，Ｓ１３（１）＋Ｓ１３（６）＋Ｓ１３（１５）＝９１＋１８２＝Ｓ１３（２２），故ｎ＝３是方程的解；
（ｄ）当ｎ＝４时，Ｓ１３（１）＋Ｓ１３（６）＋Ｓ１３（１５）＋Ｓ１３（２８）＝２７３＋３３８＝Ｓ１３（５０），故ｎ＝４是方程的解；
（ｅ）当ｎ＝５时，Ｓ１３（１）＋Ｓ１３（６）＋Ｓ１３（１５）＋Ｓ１３（２８）＋Ｓ１３（４５）＝６１１＋５４６＝Ｓ１３（９５），故ｎ＝５也是

方程的解；
（ｆ）当ｎ＝６时，

Ｓ１３（１）＋Ｓ１３（６）＋Ｓ１３（１５）＋Ｓ１３（２８）＋Ｓ１３（４５）＋Ｓ１３（６６）＝１９６３＞Ｓ１３（１６１）．
故ｎ＝６不是方程的解；

（ｇ）当ｎ≥７时，则存在正整数ｍｋ 满足１≤ｍｋ ≤ｋ（２ｋ－１），（ｋ＝１，２，…，ｎ）使得

Ｓ１３（１）＝１３ｍ１，Ｓ１３（６）＝１３ｍ２，…，Ｓ１３（ｎ（２ｎ－１））＝１３ｍｎ，

并且ｋ（２ｋ－１）≤∑
∞

ｉ＝１

ｍｋｐ
ｐｉ［ ］（ｋ＝１，２，…，ｎ）．

从而
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Ｓ１３（１）＋Ｓ１３（６）＋…＋Ｓ１３（ｎ（２ｎ－１））＝１３（ｍ１＋ｍ２＋…ｍｎ）．
另一方面，注意到ｍ１＝１，ｍ２＝６，ｍ３＝１４，ｍ４＝２６，ｍ５＝４２，ｍ６＝６２，根据引理３可得

∑
∞

ｉ＝１

１３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１
１３ｉ［ ］＝

∑
∞

ｉ＝１

１３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋１２
１３ｉ［ ］＝

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝２

１３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋１２
１３ｉ［ ］≥

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝２

１３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍ６－１）＋１２
１３ｉ［ ］＋

∑
∞

ｉ＝１

ｍ７＋ｍ８＋…＋ｍｎ
１３ｉ［ ］≥

ｍ１＋ｍ２＋（ｍ３＋１）＋（ｍ４＋２）＋（ｍ５＋３）＋（ｍ６＋４）＋

ｍ７＋∑
∞

ｉ＝１

ｍ７
１３ｉ［ ］（ ）＋…＋ ｍｎ＋∑

∞

ｉ＝１

ｍｎ
１３ｉ［ ］（ ）≥

１＋６＋１５＋…＋（ｎ（２ｎ－１））＝
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６
．

根据引理２可得

１３
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６ ｜（１３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１）！．
从而

Ｓ１３
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）≤１３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１＜
１３（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）＝
Ｓ１３（１）＋Ｓ１３（６）＋．．＋Ｓ１３（ｎ（２ｎ－１））．

综上所述，当ｐ＝１３时，方程的解为ｎ＝１，２，３，４，５．
（Ⅴ）当ｐ≥２３时，方程则变为

Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）．
（ａ）当４ｎ

３＋３ｎ２－ｎ
６ ≤ｐ，解这个不等式可得１≤ｎ≤ｎｐ，其中

ｎｐ＝
３

４８ｐ－３
６４ ＋

３－４８ｐ
６４（ ）２－ ７

４８（ ）槡槡
３

＋

３

４８ｐ－３
６４ －

３－４８ｐ
６４（ ）２－ ７

４８（ ）槡槡
３

－
１
４

熿

燀

燄

燅
，

其中［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数．
根据引理１可知

Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）＝ｐ４ｎ３＋３ｎ２－ｎ６（ ）．
注意到，当１≤ｎ≤ｎｐ 时，ｎ（２ｎ－１）≤

４ｎ３＋３ｎ２－ｎ
６ ≤ｐ，由引理１和引理２可得

Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝ｐ×（１＋６＋．．＋ｎ（２ｎ－１））＝

ｐ×
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６ ＝

Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）．
　　于是可知ｎ＝１，２，…，ｎｐ 是方程的解．

（ｂ）当ｎ（２ｎ－１）≤ｐ＜
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６
，解这个不等式可得ｎｐ ＜ｎ≤ｎ′ｐ，其中
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ｎ′ｐ＝ １＋ １＋８槡 ｐ
４［ ］．

［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数．
从而根据引理１可知

Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）＜ｐ４ｎ３＋３ｎ２－ｎ６（ ）．
但是

Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝ｐ×（１＋６＋…＋ｎ（２ｎ－１））＝ｐ×
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）．
因此在这种情形下方程无正整数解．

（ｃ）当ｎ≥ｎ′ｐ＋１时，也就是ｐ＜ｎ（２ｎ－１）＜
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６
，则一定存在ｍｋ 满足１≤ｍｋ ≤ｋ（２ｋ－

１）（ｋ＝１，２，…，ｎ），这时

Ｓｐ（１）＝ｍ１ｐ，Ｓｐ（６）＝ｍ２ｐ，…，Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝ｍｎｐ．

并且ｎ（２ｎ－１）≤∑
∞

ｉ＝１

ｍｋｐ
ｐｉ［ ］（ｋ＝１，２，…，ｎ）．从而有

Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））＝ｐ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）．

另一方面，注意到４ｎ
′
ｐ
３＋３ｎ′ｐ２－ｎ′ｐ
６ －１≥ｐ，ｍ１＝１，ｍ２＝６，ｍ３＝１５，…，ｍｎ′ｐ ＝ｎ′ｐ（２ｎ′ｐ－１），根据引

理３可得

∑
∞

ｉ＝１

ｐ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１
ｐｉ［ ］＝

∑
∞

ｉ＝１

ｐ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋ｐ－１
ｐｉ［ ］＝

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝１

ｐ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１）＋ｐ－１
ｐｉ［ ］≥

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ－１＋∑
∞

ｉ＝２

ｐ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ′ｐ －１）＋ｐ－１
ｐｉ［ ］＋

∑
∞

ｉ＝１

ｍｎ′ｐ＋１＋ｍｎ′ｐ＋２＋…＋ｍｎ
ｐｉ［ ］≥

ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ′ｐ ＋ ｍｎ′ｐ＋１＋∑
∞

ｉ＝１

ｍｎ′ｐ＋１
ｐｉ［ ］（ ）＋…＋ ｍｎ＋∑

∞

ｉ＝１

ｍｎ
ｐｉ［ ］（ ）≥

１＋６＋…＋ｎ′ｐ（２ｎ′ｐ－１）＋…＋ｎ（２ｎ－１）＝
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６
．

从而根据引理２可得

ｐ（４ｎ３＋３ｎ２－ｎ）／６｜（ｐ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１）！．
因此

Ｓｐ
４ｎ３＋３ｎ２－ｎ

６（ ）≤ｐ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）－１＜
ｐ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｎ）＝
Ｓｐ（１）＋Ｓｐ（６）＋…＋Ｓｐ（ｎ（２ｎ－１））．

在这种情形下方程也无正整数解．
综上所述，定理得证．
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