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一个包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数
Ｓ（ｎ）和Ｚ１（ｎ）的方程及其整数解

车　顺

（西北大学 数学系，陕西 西安７１０１２７）

摘要：对任意正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）定义为Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜ｍ！｝，
而伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ１（ｎ）定义为Ｚ１（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜１２＋２２＋…＋ｍ２｝．研究方
程Ｚ１（ｎ）＋１＝Ｓ（ｎ）的可解性，并利用初等方法得到了该方程的所有正整数解，同时也给出了所
有解的具体表示形式．
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１　 引言及结论

对任意正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ使得ｎ｜ｍ！．即就是：Ｓ（ｎ）＝
ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜ｍ！｝；而伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）定义为最小的正整数ｍ使得ｎ｜１＋２＋…＋ｍ．或
者Ｚ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜１＋２＋…＋ｍ｝．本文定义一个新的伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ１（ｎ）：Ｚ１（ｎ）为
最小的正整数ｍ使得ｎ｜１２＋２２＋…＋ｍ２．或者Ｚ１（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜１２＋２２＋…＋ｍ２｝，关于函
数Ｓ（ｎ）的性质以及包含该函数的方程，许多学者进行了研究，获得了不少重要的结论［１－７］．文献［１］对

Ｓ（ｎ）的值分布进行了研究，证明了渐近公式

∑
ｎ≤ｘ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２ ＝２ζ
（３／２）ｘ３／２
３ｌｎｘ ＋Ｏ ｘ３／２

ｌｎ２（ ）ｘ ，
其中 　Ｐ（ｎ）为ｎ的最大素因子，ζ（ｓ）表示Ｒｉｅｍａｎｎｚｅｔａ－ 函数．

文献［２］研究了方程Ｓ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｓ（ｍｉ）的可解性，利用解析数论中的三素数定理证

明了对任意正整数ｋ≥３，该方程有无穷多组正整数解 （ｍ１，ｍ２，…，ｍｋ）．
文献［３］研究了函数Ｚ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，ｎ｜ｍ（ｍ＋１）／２｝对于方程Ｚ（ｎ）＝Ｓ（ｎ）及Ｚ（ｎ）＋１＝

Ｓ（ｎ）的可解性问题，给出了如下的结论：
对任意的正整数ｎ＞１，函数方程Ｚ（ｎ）＝Ｓ（ｎ）成立当且仅当ｎ＝ｐｍ，其中ｐ为奇素数，ｍ为（ｐ＋１）／２

的任意大于１的因数．
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对任意正整数ｎ，函数方程Ｚ（ｎ）＋１＝Ｓ（ｎ）成立当且仅当ｎ＝ｐｍ，ｐ为奇素数，ｍ为（ｐ－１）／２的任
意正因数．
关于函数Ｚ１（ｎ）的性质，至今知道的很少，甚至还不知道是否有人研究．本文认为这个函数与Ｚ（ｎ）应

该有类似的性质，因此值得研究．本文利用初等方法对方程Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）＋１的可解性进行研究，并获得
了该方程的所有正整数解，同时也给出了该方程所有解的确切表示形式，即就是证明了下面的：
定理１　 对任意正整数ｎ，方程Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）＋１成立当且仅当ｎ＝ｐｌ，其中ｐ≥５为素数且２ｐ－１

为合数，ｌ为（ｐ－１）（２ｐ－１）／６且不是（ｐ２－１）／２４的任意正因数．

２　 定理的证明

利用初等方法以及Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）的有关性质给出定理１的直接证明．文中所用初等数论知
识可以在文献［８］中找到．
对任意正整数ｎ，假定它的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，于是由Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的性质可得Ｓ（ｎ）

＝ｍａｘ｛Ｓ（ｐα１１ ），Ｓ（ｐα２２ ），…，Ｓ（ｐαｋｋ ）｝．不妨设Ｓ（ｎ）＝Ｓ（ｐα），于是由Ｓ（ｎ）的简单性质可知Ｓ（ｎ）＝Ｓ（ｐα）≤
ｐα，令Ｓ（ｐα）＝ｐｈ，可知ｈ≤α，那么ｎ＝ｐαｌ，（ｌ，ｐ）＝１，Ｓ（ｌ）＜Ｓ（ｐα），那么要使方程Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）＋１成
立，即ｐｈ＝Ｚ１（ｎ）＋１，必有Ｚ１（ｎ）＝ｐｈ－１．再从Ｚ１（ｎ）的定义出发可知ｎ｜（ｐｈ－１）ｐｈ（２ｐｈ－１）／６，即

ｐαｌ｜（ｐｈ－１）ｐｈ（２ｐｈ－１）／６，ｐα－１ｌ｜（ｐｈ－１）ｈ（２ｐｈ－１）／６．由（ｐｈ－１，ｐ）＝１，（２ｐｈ－１，ｐ）＝１知若要上
式成立则有ｐα－１｜ｈ．现在对α进行分类讨论：

（１）当α＝１时，ｐα－１ ＝ｐ０＝１，可得１｜ｈ．因为ｈ≤α，所以ｈ＝１．从而有ｎ＝ｐｌ，（ｐ，ｌ）＝１，Ｓ（ｎ）＝
Ｓ（ｐｌ）＝Ｓ（ｐ），Ｚ１（ｎ）＝ｐ－１．从Ｚ１（ｎ）定义出发有ｎ｜ｍ（ｍ＋１）（２ｍ＋１）／６．这里令ｐ≥５即ｐｌ｜ｍ（ｍ
＋１）（２ｍ＋１）／６，那么ｐ｜ｍ，ｐ｜ｍ＋１或ｐ｜２ｍ＋１，因为Ｚ１（ｎ）为满足方程的最小的正整数ｍ．所以ｐ＝
ｍ或ｐ＝ｍ＋１或ｐ＝２ｍ＋１，当ｐ＝ｍ时，ｎ｜ｐ（ｐ＋１）（２ｐ＋１）／６，即ｌ｜（ｐ＋１）（２ｐ＋１）／６，方程Ｚ１（ｎ）

＝ｐ与Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）＋１矛盾，当ｐ＝ｍ＋１时ｍ＝ｐ－１，ｎ｜（ｐ－１）ｐ（２ｐ－１）６即ｌ｜（ｐ－１）（２ｐ－１）／６，
方程Ｚ１（ｎ）＝ｐ－１满足Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）＋１，因为（ｐ－１，ｐ）＝１，（２ｐ－１，ｐ）＝１，若２ｐ－１为素数，则Ｓ（ｎ）

＝２ｐ－１与Ｓ（ｎ）＝ｐ矛盾，所以２ｐ－１为合数，当ｐ＝２ｍ＋１时，ｍ＝ （ｐ－１）／２，ｎ｜ｐ（ｐ２－１）／２４，即

ｌ｜（ｐ２－１）／２４，有Ｚ１（ｎ）＝ （ｐ－１）／２．因为Ｓ（ｎ）＝ｐ这时Ｚ１（ｎ）＋１＝ （ｐ＋１）／２与Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）＋１
矛盾，从而得到满足条件的Ｚ１（ｎ）＋１＝Ｓ（ｎ）解为２ｐ－１为合数，ｌ为（ｐ－１）（２ｐ－１）／６且不是（ｐ２－１）／２４
的任意正因数．

（２）当α≥２时有ｐα－１｜ｈ，即ｐα－１ ≤ｈ≤α，有Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）＋１，因为任意的素数ｐ≥３，α≥２不
等式均不成立，当ｐ＝２，α＝２时Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）＋１成立，带入方程Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）＋１不成立，且ｐ＝２，

α＞２时不等式不成立，所以ｎ只能分解为ｎ＝ｐｌ，（ｌ，ｐ）＝１．也就是ｎ＝ｐαｌ，α≥２，方程Ｓ（ｎ）＝Ｚ１（ｎ）

＋１无解．
现在考虑当ｐ＝２，３，即Ｓ（ｎ）＝１，２，３，４时，有ｎ＝１，２，３，４，６，８，１２，２４．分别代入Ｓ（ｎ）和Ｚ１（ｎ）＋

１中：
当ｎ＝１，Ｓ（１）＝１，Ｚ１（１）＋１＝２；
当ｎ＝２，Ｓ（２）＝２，Ｚ１（２）＋１＝４；
当ｎ＝３，６，Ｓ（３）＝３，Ｚ１（３）＋１＝５，Ｓ（６）＝３，Ｚ１（６）＋１＝５；
当ｎ＝４，８，１２，２４，Ｓ（４）＝４，Ｚ１（４）＋１＝８，Ｓ（８）＝４，Ｚ１（８）＋１＝１６，Ｓ（１２）＝４，Ｚ１（１２）＋１＝９，

Ｓ（２４）＝４，Ｚ１（２４）＋１＝１４４．
综合以上各种情况，定理１得到证明．
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